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SESSION DU 25 JANVIER 1940 
A LOUVAIN 


Premiére Section 


Sciences Mathématiques 


Rectangles semblables associés 4 un triangle 


PAR 


M. V. THEBAULYT, Le Mans, France 


1. Norations. — Soient À, B,C, les milieux des côtés BC =a, 
CA =6, AB =c d’un triangle T = ABC ; O le centre du cercle (0) circons- 
crit, de rayon R ; BCA,A,, CAB,B,, ABC;G des rectangles semblables 
entre eux construits extérieurement sur les côlés; BGA;A,, CA B'B;,. 
AB CC, des rectangles égaux aux premiers, construits intérieurement sur 
les mêmes côtés ; h,, h,, h, les longueurs des hauteurs A A’, BB’, CC’, 
8 angle de Brocarp; S l'aire du triangle. Évaluant les distances paral- 
lèles aux hauteurs sur des axes orientés des sommets vers les côtés 
opposés et désignant par & un nombre positif arbitraire, nous poserons 


De ba GA AE = kbmt lite =e Die 


2. Les côtés (A,A>, B,Be, C1Oe) et (A,A,, B;B,, C;C;) des rectangles 
envisagés peuvent être groupés de la manière suivante : 


LCA AE HA Bi £103) (A; A», BYR, GG) () 
(Ay Ag, Bi Bo; Cy Ca) (BiB2, C,C,, Ay Ay) (CC, Ass B;B;) (3) 


(A; As, B, Bs, CC.) (BiB, C,C,, A, Ag) (Le AA», B; B2) (4) 


et ces triples de droites déterminent, par leurs intersections deux à deux, 
huit triangles 


TE T, = A;BCy 
-T, = A,B,C, T, = A,B,C, T, = A,B,C, 
T° = À!B;C; T=A;B,C TAB, 


homothétiques au triangle fondamental T = ABC. 

Les coordonnées normales desÿ centres d’homothétie du triangle T 
associé à chacun des triangles T,, T’, T,, Te, T,, T;, L, T, sont propor- 
tionnelles aux distances des côtés homologues du triangle T et des 
triangles considérés, c’est-à-dire aux longueurs ka, kb, ke affectées du 
signe convenable. Les centres d’homothétie des triangles T et T,, T et T;, 
coincident donc avec le point K de LEMOINE du triangle fondamental et les 
centres d’homothétie des triangles T et T,, T et T!, T et T,, T et Tj, 
Tet T,, T et T; respectivement, coincident avec les associés P,, P,, P, du 
point K, c’est-à-dire avec les pôles des côtés BC, CA, AB pour le cercle (0) 
circonscrit. Les rapports d’homothétie des triangles T, et T, T’ et T ont 

‘pour expressions 


BAG, CA; ka 7 
BC = ra: = 4 + Le kee (1) 
B,C, CA, | ka : 
BC =|1+ KK, = À — ie ah — 9k . cot 8, (2) 


K, étant la projection orthogonale du point K de LEMOINE sur le côté BC. 
Les rapports @homothétie des triangles T, et T ont pour valeurs 


B,C, | ess as CA, | | ’ Ak. R cos A 
BO | prono | (9) 
BG. ae Ain aC C A, 4k . R cos À 
BC = PA. is K: a 4) 


et les rapports d’homothétie des triangles T,. T;, T., T., par rapport au 
triangle fondamental T se déduisent de ceux-ci par des permutations 
circulaires convenables elfectuées sur a, b, c, cos A, cos B, cos C. 

Le coefficient k étant positif, il résulte de (1) que les triangles T et T 
sont directement homothétiques tandis que, en vertu de (2), le triangle T’ 
est directement ou inversement homothétique aT, ou bien se réduit au 
point K de Lemorne du triangle fondamental, suivant que l’on a 


| 4 4 
he, 
2 cot 0 KZ 9 cot 8 k 9 cot 8 (5) 
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sh rt | px shiny * Let 


8S) “i hoa : ; ’ EL Eee en | 
ee et CASA LA pe EAD. AGRO RSS a 
TIR ix Sage! 0) Yeh Gas EDS quo su BAAD OF sn, " 
* 2 a : LE 
aie QUES th Pig ets ears oh Sting heey, Sage 
| f Al | DAT OR tee 4} 
à seconde ns de laquelle il resulte, que ; + An TT od M. tat Lo. 
<a à Lab ony As ab slt 8 AN 
a permet de dire que l'angle A du triangle ABC pau étre aigu, dom ou i 
 obtus. | | = à 1 
or Enfin, lé galité (6), d’où k | som rl nr re w 
| Sie wee ts Le om 
Ge eee | 204, | oe" ip 


exige que l’on ait A < £3 puisque k est positif. — 


Les triangles T}, T;, T; sont directement ou inversement homothétiques 
_ au triangle ABC, ou bien se réduisent à Pun des pea P., P,, P,, selon 
| que Pon a, par os Fash 


PRES. "re 4 SERGE) co, set À rs 
; _ La première inégalité est toujours vérifiée quand À < + et, en outre, | 
D : 
D siA> à lorsque 
g 
SES re | “a 
| La seconde inégalité exige que l’on ait, à la fois, 
| A> pe (10) 
tandis que l’égalité (8) nécessite | 

dE BA | 4 
T : a 
dos LE Fes OA» ae eed 


| à la moitié de celle de l'angle de Brocarp, les droites A;A,, By 


no Er aux premiers, constru 


les mêmes côtés. ‘Si les diagonales des rectangles BCA{A,, CA 
font avec BC, GA, AB un angle de même sens dont la langente 


concourent au point K de Lemoine du triangle ABC. Si les diagonales des 
rectangles BCA,As, CAB:B», ABCC (ou BCA,A,, CAB,B,, ABC,C)) font . 
avec BC, GA, AB un angle de même sens dont la tangente est égale, au — 
signe oo a celle de l’un des angles du triangle ABC, les droites ie 

Cee et AJA , (ou B’ 1 Bo Cy C, et AyAy), (Ce, A,As et B B, (ou C is, A,A et a 
B,B,), We: BB» et GG, (ou AJA;, B;B, et C,C,), RU fera 
ment au pôle du côté Gnposd au ane dé Vangle considéré, “ps rane 
au cercle (O) circonscrit au tr tangle fondamental. 


N. B. — Dans l’un des triangles spéciaux ABC où tg A = + 2, lorsque 

= 1, les rectangles considérés sont les carrés construits intérieurement 

ou en sur les côtés du triangle, et la seconde partie de la 
proposition précédente devient la suivante : 


Soient BCAAs, CAB,B;, ABC,C, et BCA,A,, CAB;B,, ABC; les currés 
construits exlérieurement et intérieurement sur les côtés d'un tr tangle 
ABC Si tgA— + 2, les droites B! By, G70, et AjAs: (ou B,By, CC, et 
AJA,), «+, et les tangentes en B et Q,..., au cercle circonscrit (O) au 
triangle fondamental, concourent en un même point ('). 


8. Soient A,, B,, C, les points qui partagent les segments rectilignes 
Aj Ao, BB, C,C, dans un même rapport arbitraire 
A,A, à A 119 = BB, x BB, = C0, 5 C,C, = | À | Fe 
Les droites AB,, BC,, GA, font respectivement avec les côtés BC, CA, AB 
du triangle ABC des angles égaux et de même sens 
CAB, = ABC, = BCA, = 


et, par suite, déterminent par leurs intersections deux à deux un triangle 
apy semblable au triangle ABC. Le rapport de similitude de ces triangles 
a pour expression (?) 


[ul =]|cot 8. sin w + cos w|. (12) 


(1) L'hypothèse où tg À —9 a été signalée par SANJANA (Mathesis, 1895-152). 
(*) V. THÉBAULT, Gazeta Matematica, 1931-50. 


A ce 


Or, dans le triangle rectangle AB,B,, par exemple, où l’angle B,B,A est 
égal à l’angle w et de même sens,ona —s— s 


ee AB: k 
D se ee u 
sin? Ga Cir) TR LED eee’ (13) 
B,B, Ÿ 2 
COS" Ge = Ca = ke 2 ? (14) 
de sorte que | 
2 

yaa fb cot 8 +d)? (15) 


k2 + 2 
les signes + ou — correspondant aux angles w pour lesquels cos w est 
positif ou négatif. 
L’aire S’ du triangle aBy a donc pour expression 


,_ (keot ® +)? ” 
= bee Sa (16) 


S 


1 


Par analogie, si les points A}, BC: divisent les segments rectilignes 
A,A,, B;B,, GC, dans le même rapport |\|, les droites AB,, BC,, CA, 
déterminent un triangle «'B'y' dont l’aire 

n # CCE CRE FN) à 17 
S Te kh? + \2 D, ( ) 


suivant que cos w est posilil ou négatif. 


Remarques. — 4° Lorsque À =0, les points A,, B,, G, et A;, B,, ©, coin- 
cident avec A, B, GC et les triangles aBy =a'B’y’ sont déterminés par les 
intersections des droites AB,, BC, CA. On retrouve ainsi la formule 
connue (') 

S=8" = 8 .col?8. | (18) 

OS sta Se Wipe i SC, cet Kee ad DB C=C, 
cos w > 0. Les triangles aBy et «’8'r' sont formés par les intersections des 
diagonales AB>, BC2, GA, et AB, CB,, GA, des rectangles envisagés, et on à 


(& cot 6 + 1)2 cv — (e cot 8 — ER (20) 
BEA | bid 


(49) S'— 


4 Quand À = = Cosi = OAs BGs et Ans Ba: C, coincident avec 


les milieux A3, Bs, Cs et AJ, BY, Ci des côtés AyAg, BiBo, (Cy et AVAL, 
B,B;, C/C3 des rectangles, et, en vertu de (16) et (17), 


12 


(1) H. BrocarD, Nouvelle Correspondance, 1877-187. 


| a 
Fe  Gkeote pe Os, | ar 
"ln tee ee (24) 
gn _ Gk cot ® — 1)? So | (22) 


LT COURTE A 


S,, 5, étant les aires des triangles T,, in 

“Dans le cas plus particulier encore où les rectangles qui bordent le 
triangle Nir sont des carrés, c’est-à-dire si 4 — 1, l'aire du 
triangle T, = A,B,C, (ou T! = A‘B‘C’) égale cing fois celle du triangle 
formé en joignant “les som mets A, es C respectivement aux milieux Bs, Cz, 
As (ou By, Cy, Ay) des segments rectilignes B,B,, Cie, AA (ou BB, 
CC. A7). 0) 

4 Si cot8—+]|À1:#|, on a successivement S = S"” = 0, et les droiles 
AB,, BC,, CA, (ou AB,, BC, CA;) cree rent en un même point. Ainsi, 
dans le tridiele spécial où cot 8 — 9, si l’on suppose k —1,1— +2et le 
triangle ABC est bordé de carrés construits intérieurement ou extérieure- 
ment sur ses côtés. 

Marquons sur les côtés des carrés BCA,A,, CAB,B,, ABC,C,, construits 
extérieurement sur BC, CA, AB, les poinis A,, Oe C,, tels que l’on ait 


AA, ALA, = BR DIREC, OU 200 


et sur les côtés des carrés BCA;A,, CAB;B;, ABC,C,, construits intérieure- 
ment, des points Aj, B,, C; tels que 


h? 
AJA, : AJA, = BIBI: BIBS = CC : CG =2, 


c’est-à-dire les symétriques de A, B;,C; par, rapport à A,, Bo, Ce Les 
droiles AB,, BC,, CA, sont concourantes ainsi que les droites AB,, BC,, CA,. 


4. Si l’on joint les sommets A, B, C du triangle ABC respectivement 
aux sommets À, et Ay, B, et Be, C, et C des rectangles BCA,A,, CAB,B,, 
ABCC, puis aux sommets A, et Aj, B' et B,, G, et Cj des rectangles 
BCA,A,, CAB,B,, ABCC), les suas obtenues rencontrent BG, CA, AB, 
ou leurs prolongements, en M,et N., M, et N,, M, et N, puis en M ft No 
M, et N,,! M; et Ni qui sont eo da en 5 des rectangles MN, PQ, 
M, AA ALAUR MAP, et MNP .Q,; M,N,P,0,, MNPQ semblables aux 
premiers et qui sont dits inscrits snténiebneniant et extérieurement au 
triangle ABC. Pour la commodité du raisonnement, on suppose que les 
angles A, B, C du triangle ABC sont aigus. 


Lorsque les points A, et Aj, A, et Aj s’éloignent indéfiniment des points 


(*) E. Cesaro, (Mathesis, 1884-84) a donné cette propriété pour le triangle T, = A,B,C,, 


oe 


. 


+1 — 


B et C, l'angle ABC reste positif, l'angle A;BC reste négatif et ces deux 
angles sont toujours égaux et de signes contraires ; on les désigne par @ 


et — ®, en observant que @ < x 
Posant 
BA MN = di, PQ! = MN’ = d;, 
on obtient, en grandeur et en signe, 
PaO rose swaps de ha 


PGE AU, Ae ACh Apart 
de sorte que ; 


ah 28 
= = — 
oh, +atgo  h tait C2 
et, par analogie, 
, 25 
d | — : g 
2 h,+a.igo (22) 


Si l’on désigne par p,, p, les longueurs des rayons des cercles (0,), (02) 


circonscrits aux triangles AMN,, AM'N’, il vient successivement, en 
valeur absolue, 


p= ee 7" fa = Ë (25) 
67 9 sin A 2 sin A (4, + atg op). sin A is 
eee. po eee S | 
= |: = £ | = = oS \? D 
D sin A} |2sm Al ee sin A| mo 
ou, enfin, 
p bc R | } R h, (27) 
¢ ~~ be +%Rtigp  hA,+atg@ 
PP bc ER te ON | à == aig op 


Des formules analogues pour les longueurs des rayons p,, P, et P,, pi. 
des cercles (0,), (0;) et (O,), (0;) circonscrits aux triangles BM,N,, 
BM,N, et CM,N,, CM{N;, se déduisent des précédentes par des permuta- 
tions circulaires convenables. 

Dans le triangle 0,0 0,. par exemple, on a 


0,02 = 002+ 00? — 200, . 00, cos 0,00, 
— (R — p,)?-+ (R — p,)? — 2 (R — #,) (R — P,) cos 2A , 


ou, après réductions, 
0,02 =4(R — p,) (R — p,) sin?A + (p, — pois (29) 


Des permutations circulaires convenables condiisent a des relations 


analogues pour 0,02 et 0,03. 
Suivant que Pon a, à la ‘tole? 


0,0, - Py Pos 0,0, > Pe Pas 0,0, > Pant: Po ’ (30) 

0,0, = y+ Pes 0,0, =r Pa » 0,0, =P, + P5 ; (31) 

0,0, <P pr Pos 0,0, .< Psd x 0,0,<P,+ P., (32) 
les cercles (0,), (0,), (0,) sont extérieurs, tangents ou tr deux 


à deux, et réciproquement. 
Ces relations, qui se réduisent aux set 


DO S0N 0,08 GE CROSS TERRE 
0,0, - 0,0, . 0,0, = (®, + p.) - (p, + Pa) - (pa + Ps) » (33) 
0,0, - 0,0, - 0,0, < (ns + .) - (P, + Py) - (Pa + Po) 
exigent que l’on ait, en vertu de l’égalité (29), et de ses analogues, 
(R — p,) (R — p,) (R — p,) sin A sin B sin G > p,/,0,, 
~ (R—p,) (R — p,) (R — p,) sin A sin B sin C =p,p,9,, (34) 
(R — p,) (R — p,) (R — p,) sin A sin B sin C < p,p,4p,, 


relations qui se réduisent a 


tego >4. tg¢o =14, we. (35) 
ou 
p > 45e, tg 9 = 45, tg p < 45°. (36) 


On peut donc énoncer cette proposition : 


St Pon construit des rectangles semblables M,N,P,Q,, M,N,P,Q,. 
M.N,P.Q,, inscrits intérieurement à un triangle ABC, les cercles circon- 
scruts aux triangles AM,N,, BM,N,, CM.N, sont extérieurs, tangents ou 
sécants, deux a deux, suivant que les diagonales de ces rectangles font avec 
les côtés BG, CA, AB du triangle des angles, de même sens, supérieurs, 
égaux ou inférieurs à 45°. 


Remarques. — 1° Lorsque les cercles (0,), (0,), (0,) sont sécants deux 
à deux, M étant l’un des points d’intersection de (0,) et (O,), par exemple, 
ona, dans le tr iangle O,MO,, où langle O,MO, est égal à æ, 
(0° —0,M + O,M?— 20,M . OM cos æ ; 
de sorte que 


cos.” = (p? + p?— 0,07) :2p.o . (37) 


et, enfin, em vertu de (29), 
| cos # = À — Vigo. _(88) 
2 Quand p = 45°, les rectangles semblables M,N,P,0,, M,N,P,0,. 
M.N,P,Q, sont les carrés inscrits intérieurement au triangle ABC. Dans ce 
Cas particulier, 
F bcR G ca R ab R 
a bc+%R Po ca + WR’ Pe = ab + AR’ (a 


Cons bcR FRE ca R sh: ab R 
Pe be 9aR’ ec 2h PER EAU) 


p 


Dans cette hypothèse, comme les cercles (0,), (0,), (O,) sont visible- 
ment tangents intérieurement en A, B,C au cercle circonscrit (0) au 


“triangle ABC, on retrouve ainsi les cercles de Lucas d’ün triangle (*), 


en même temps qu’une relation assez curieuse entre ces cercles et les 
carrés inscrits au triangle fondamental (?). 

3 Les relations (27), (28) et leurs analogues pour p, et p,, p, et p; , 
montrent que les rayons des cercles (0,), (0,), (O,) et (0;), (0;), (0%) 
sont considérés comme positifs ou négatifs selon que les segments recti- 
lignes AO,, BO,, CO, et AO!, BO}, CO’ ont ou non le sens des segments 
rectilignes AO. BO. GO. Les dénominateurs des expressions de p,, p;, p! 
sont négatils quand 


atgp>h,, bigp>h,, cig op >h,. 


Une seule des quantités 
bc — Ya Rigo, ca — 2Rig g, ab — 2c R tg p 
peut devenir positive lorsque, par exemple, atg @ < h,. 

Alors les cercles répondant à la question ont leurs centres : 0; sur la 
demi-droite à laquelle appartient le segment rectiligne AO, O,, 0; sur les 
demi-droites opposées a celles qui portent les segments rectilignes BO, CO: 
Dans ce cas, les valeurs absolues des rayons p,, P,, 9, sont 


bc R À; ca R ab R 
bc — 2Rtgp ca — 2 KR ig p ab — 2cR tgp 


Lorsque a tg p —h,, le cercle (0;) devient une droite tangente en A 
au cercle circonserit (0) au triangle ABU et le cercle (0,) le cercle décrit 
sur AO comme diamètre. 


(1) Mathesis, 1889-179. — V. THÉBAULT, Annales de la Société scientifique, 1935-121 
et Mathesis, 1936 (supplément). 
(2) V. THÉBAULT, Mathesis, 1937-137. 


on (tie N°. BMIN’. CM “tan A,B 
au eee (0). En particulier, is positions re relatives des ¢ »’), (0 
(0.) correspondent à celles des cercles (0,), (O,), (0) ; en outre, | 
sion conservant les angles, lorsque les cercles (0,), (0,), (0,) sont 
les cercles (0), (05), (02) se coupent deux a a deur sous le mène angle 
déterminé par la relation (38). À 
5° En vertu de (27), (28) on a les relations suivantes : 


URN a EU © 


DCI mone tole 


Si cot®9 =3:2%tg@, ona 


re 
a b € 
Autrement dit, l’un des rayons p{, p;, pz est la RS pt harmo- 
nique des deux autres. 
6° Soient w,, w,, w, les points de rencontre des Sanne: en A, B,C 
au cercle (0) avec les côtés BC, GA, AB. Si l’on observe que — 


wA?=w,B.wC,  w,B2=w,C.w,A, wl?=wA.wB, 


on constate que les points w, 1 Woy We sont les centres de similitude exter- 
nes des cercles (0,), (O,) et 0°), (0! ), +, puisque les points B et C, C et 
A, A et B, sont des points ppb heer i sur les cercles considérés. Il en 
réculte que les centres radicaux w et w' des cercles (0,), (O,), (O,) et (0%), 
(03), (03) sont sur la perpendiculaire à la droite A = (w,, w,, w,) c’est-à- 
dire sur le diamètre de Brocarn OK du triangle ABC. 

Lorsque les cercles (0,), (0,); (0,) et (02), (04), (0!) sont sécants, ou 
tangents deux à deux, leurs points de rencontre, ou de contact, sont 
situés sur les cercles (w,),-(w,), (w,) d’APOLLONIUS du triangle fonda- 
mental. 

Enfin, quand w = K, les côtés M,N,, M,N,, M,N, des rectangles sembla- 
bles, inscrits au triangle ABC, concourent au point de LEMOINE. 


tg @ cot me 3) pris Jos n 


ee 


Sinus du Ni ordre et caleul symbolique 


PAR 


M. l'Abbé L. POLI 


Par analogie avec les sinus et cosinus ordinaires, on peut définir des 
sinus d’un ordre entier quelconque. 

On trouve ainsi de nouvelles fonctions entières déjà rencontrées par 
Wronsky et Yvon Villarceau (*) que le calcul symbolique permet très 
aisément d'étudier. 


1. — DÉFINITION. — On connaît les images symboliques : 


i apt. 2 
sing ae 

Tee i. 

OS € == 
COS & = Het 
Nous poserons semblablement : 

PRE 1 

li (x) pt + 4 


eae 2 
et en général 
ieee ame 
Bee p+1 
S’il était nécessaire d'indiquer l’ordre » on pourrait le faire par un 


deuxième indice. 
Nous n’en aurons pas besoin ici. 
Les originaux f; (x) ainsi définis seront dits les sinus du, nme oe 
lly enande distincts correspondant aux valeurs j = 1, 2, : 


(1) Voir C. R. tomes 86, 90, 91... etc... — On consultera l’intéressante bibliographie 
due à M. Humbert : Nuovi Lincei, 1929. 


eaten Pre ® 


: mee ete ee | LAS 2 Tags ‘ 
ee, + Pi 
On pôtiétait votisi dere des valeurs fractionnaires de pe omnes 0 æÆ 
AU EE be bo cub 28 1 
_ Par oe ree i 
= , P æ 7 TA : 
AR TE wa sat a 


On obtiendrait ainsi de nouvelles fonctions. Plusieurs des propriétés 
démontrées ici leurs seraient applicables. Nous les laisserons pourtant de 
côté et supposerons n et j entiers. 
Disons enfin, au point de vue des notations, que notre définition est 
conforme à l’usage suivi pour les sinus trigonométriques. 
Pour les sinus du 3° ordre, on a l’habitude d’écrire : 


f; (x) =(— yore si j>1 
et 
fi (@) = wo 


Outre le changement d’indice, on tioters un changement de signe qui 
peut donner à certaines formules une plus grande symétrie, mais com- 
plique beaucoup les autres. Nous avons cru devoir changer cette notation 
et garder dans tous les cas la notation plus générale ci-dessus. 


Il. — VALEUR a L'ORIGINE. — On à, d’après une propriété connue des 
images symboliques | 


f; (0) = lim Fai pour p—>% 


| f; (U)=0 si j<n 


d’où 
| 1,0) = 1 


PR 


a PS 


t= 


Nig DERIVES. — Puisque les (7 — 1) premiers sinus ‘sont nuls à 
P origine, on les dérivera en multipliant leur image par p 
df;(z) pi 
de > prt] 

oe df; (x) 

d’ou a RE li 
: ee —1 
P ———— — 

our f,, (x) il faut écrire  f, («) — st 


On obtient une fonction f, (x) —1 nulle pour «= 0 et la même règle 
donnera 


df, (x) 
n= — f, (a) 
On en déduit, par conséquent, de proche en proche : 
a” f; («) 
de 9 


de sorte que les sinus du n"e ordre sont solution de l’équation différen- 
tielle 
d'y 
da 


ages à 


On tirerait de là la valeur de f; (x) sous forme d’une somme d’exponen- 
tielles. Mais la détermination des coefficients est plus simple par le calcul 
symbolique. 


IV. — SINUS ET EXPONENTIELLES. — Soient a, B, y... les racines nièmes de 
— À. 
Dé Dre 
écomposons 
P pE1 
pi A a: B 4. LP dae 5 A 
PET p—a'p B' p—t a p—o 


en fractions simples : 


Le signe = désignera, dans ce qui suit, une somme étendue aux 7 
a 


racines a, B, ¥ 
Pour calculer le coefficient A, il suffit de multiplier par (p — à) et de 


faire p= a. 


LX, I 2 


Or, on conn it 


wer ri OR sut 


à eo ee 1 Sobèh wes { 
ou ; ù r if an 2% 


neat Cee a 

—~  @ eas ages Rs. 
Panesemple sy? <i ae fr; "en RY ant JF BBS 
nf, (e)= © [net + Ba ye 4 --J M 


Inversement, si l’on fait successivement j= 1, 2--- , on aura n équa- ; 


tions linéaires, d’où l’on peut tirer e%, ef? en fonction des sinus du ne 
‘ordre. * 4 
Plus simplement on peut remarquer que 


GMA f(a) + 0—* fe) bf (a) + RL por + pr] 


Le second membre, égal à 5 £ 3 est l’image de e% 
d’où 
Cor f, (a) + a"—* f, (x) + + af, _, (x) +f, (æ) 


et semblablement 


ai = Br—* f, (x) 


pour les autres racines. 


V. — VALEURS POUR X — co, — On voit par ces relations que af (Met 
indéterminé pour x—>. 


a i oe LA 
Ai dus 


LA di 4 


A oe 
‘ 


=o" = - Foran D’ADDITION. — Ona 
, nf; (cy) == —2 od et @+u) 


; a Remplaçons dans 5 corn’ membre — 


DE | re par 720 Ff, (a) 
: s ; 
et Seniblablement pour e%. id ae 
On aura une formule d’addition qui se simplifie beaucoup grâce aux | 
relations connues entre les fonctions symétriques des one de — 1. 


Si nous convenons que la notation f,, (x) signifiera — f,,_, (x) lorsque . 


_m sera supérieur à », cette relation s’écrira + JS 


AGE À OR +h Ofna) - +h, Of (y) 


et en général 


i (e+ y= = (7 fers W) 


VII. — FoRMULES DE MULTIPLICATION (ou de DIVISION). — Ona: 
er at f, (x) ne f, (x) House 
remplaçant « par mx 
etme 1 f, (ma) + of, (mn) + + 
on encore 


[ar—1 i (x) + an—2 É (x) | = 091 f (max) + o—2f, (mx) + (4) 


-en remplaçant à par B, y --- on a n équations semblables. 


Je signale en particulier, si est impair, que l’une des racines a, B + 


est — 1. 
On a donc: 


A (2) — fe @) + fs (@) — fy (a) += f, (me) — f, (ma) + 


Semblablement, si n est le double d’un nombre impair, on prendra 


.pour o la racine + 2, et l’on aura l’analogue de la formule de Morvre. 


Inversement on peut résoudre les n équations (1) par rapport aux 


2h. 


“vu, — RE FONDAMENTALE. — 
sinus qui ne sont fonction que ahaa sitet 
indépendantes. | LE “SG un 

Parmi ces relations, le unes sont transcendantes, mais ne en est d’als 
| briques. Formons d’abord le déterminant _ a Jr me. ss 


Lt ACs Wan le Po adits “a 


RP nes AT, =, | 


(j'écris pour abréger f; au Mr ma f, (œ)) 


Je dis que l’on a: } 
D= 1 
c’est la relation que nous appellerons fondamentale. | 
Pour la vérifier, on constate d’abord que D a une valeur constante. Sa 
dérivée est une somme de déterminants obtenus en dérivant successive- 
ment chaque ligne. Tous ces déterminants ont deux lignes PR et 
s’évanouissent. 
Le déterminant primitif est donc constant, et l’on aura sa | valeur en 
prenant par exemple 


r= 0 


alors tous les fj ee nuls excepté fn(0) = 1 et la relation est établie. 
Dans le cas n = 2, elle donne : 


sin’ «+ cos? a= 1. 


Selon les valeurs de 7, il peut exister d’autres relations algébriques. 


constatant que 1 dérivée of is care 
Mais le calcul symbolique permet de montrer, d’une he aie PR 
_ rale, que sin = pq il existe p relations algébriques de degré q entre les 
_ sinus du nie ordre. 
| * Cette méthode a, de plus, avantage de donner des relations entre les 
3 sinus d'ordre n, et d'ordre p diviseur de n. 

- Montrons-le sur un cas particulier, pour abréger la démonstration. 
Soit, par exemple, n= 6, à une racine sixième de — 1, et op; les sinus du 
3° ordre. 


oA =U Can EL — (apy 


Done 
q ; ene at ap FE ds Bee Be 
Zz | af,(æ) — à CORTE Cr ope 1 + (ap) 
4 | c'est-à-dire r est ame o 
aa ofc) athe) =0,(F) co 
= Semblablement | Ra al ra 
1 a f(x) — f(x) = Py 6 
4 af,(%) — a°f,(x%) = Ps @) 
L = Or, il existe entre les o (2) la relation fondamentale des sinus du 
3° ordre 
3 (2) Po Pi 
mL QP; Pe = 1 


— 99 — 


En y portant les valeurs ci-dessus des @ (3) on aura une relation du 


3 degré entre les sinus du 6*™¢ ordre. 

Elle est du reste vérifiée en remplaçant a par les différentes racines de 
4, Mais comme elle ne dépend que de «= +2 il y a deux valeurs 
différentes seulement; il suffit d’égaler séparément à zéro les parties 
réelles et imaginaires ; on obtient deux relations du 3° degré qu'il est 
inutile d’écrire. 

Il est une autre façon de calculer les valeurs du déterminant D. 

il suffit de le multiplier par le nouveau déterminant de VANDERMONDE 


4 a a” ‘ qz—1 
4 B Baie 


formé avec toutes les racines de — 1. ; 

Cette nouvelle méthode a l’avantage de nous permettre de calculer 
aussi les mineurs du premier ordre de D. (Je calcule seulement les 
mineurs des éléments de la 4° ligne. Ceux des autres lignes leur sont 
égaux à l’ordre près.) 

Soit donc M; le mineur de f,_—; avec son signe, c’est-à-dire 


— 
I 


0 oer kee 1 de & te) 0 
re =i} ad | fn—5+1 
= fe fn—j+2 
a à fn —1 tre ete ps 


Multiplions-le par T, ligne par ligne. 
Comme l’on ona: 
s—1 r 
— fs Ofer — PF, + "fa + > = Of + Ofn—a +] = ove 
et des relations analogues, il vient 
M;T = | a Gye OG eess a gem 

Je n’écris que la première ligne ; les autres s’en déduisent en remplaçant 
DIDAR BR Ve. LA 

On met en facteur ae%, Bel? yeT*,..... dont le produit est (— 1)”, et, 
développant par rapport à la première colonne, on obtient sans difficultés : 


1 sy Sabet ; : 
i=" ENS B= fi 2) NET ER 
et 
My — fn (— x) 


Les mineurs étant connus, on pourra développer D par rapport à la 
première ligne. 


ee ee ae 


aS à ae sinus ot cosinus a, second 0 


j 10» = = eis ae 


fa) = 0" f(z) 
2° En particulier si n est pair, on a la racine — 1 ; alors 
IA Qu) = Cu YF) 


Cela va devenir évident sur le développement en série, 


—_— 


X. — DEVELOPPEMENTS EN SERIE. — On les obtient immédiatement en 


_ développant les images 


FE renal S| 


gh gd Pe 
HO Gp Cn=H!* En=p1 


En particulier : 


ROSE rl 

XI. — Sinus HYPERBOLIQUES. — On a 

EX EX wy 
Ak Ge) fay 
L’original est donc une fonction réelle. Les racines B, ¥ 


les mêmes valeurs. Nous poserons, par analogie avec ae sinus hyperbo- 
liques 


ah” fox) = 


.. donneraient 


j: 


h;(œ) = des fax) = ree 1 


nous les laisserons de côté. 


: U - 
XH. — Sinus INTEGRAUX. 


Nous poserons de facon LICE : 
D À : 
QE pa Re 
ART ET 4 CR on a o4 
Ces intégrales ont un sens pour pert Pour j= 4, 2, 3...., 2, ae 
définiront x fonctions que nous appellerons : sinus intégraux agent 
Pour j =n, on a d’ailleurs en termes finis * 


Fa(x) =— À log (1 + p') vw} 


On sait que de 


f@) = À () 


f@ ip = (MO a 


. Il semble donc que l’on aura, compte tenu de l’image de f,(x), 


_ (ri ef Re 
LE Ep Prat 


on déduit 


Poti | 
HORS if ; fi d 


Mais en réalité cette dernière intégrale” n'existe pas, et il faut faire au 


sujet a cette règle une remarque analogue à celle que nous avons faite 
au n° 


ie ES Did ire pitdp 
me epee SE +), pri 


La de es intégrale se ramène, en posant pr =s, à l'intégrale connue — Jz 
© sale + ‘NS 
(Ps s+1 


44% T 


“sin = “ni 
ma 


: Elle vaut 


La deuxième intégrale se développe en série de - 
pe pot 1. AE ET 
| PT PE Gps Gr + Gap” 
ona alors directement l’original ts 
: 1 1 ai 11, ami 


em temer z ACC) a! CE) n=! 


FES 


Quant à F(a), son image se développe simplement 


 —, 108 (p hi)=-dog pr Flog css} log p Ale pan T «| 


UE 


et remontant à l’original 
1 men 4 ee 


4 
on ari Qn ° (Qn)! 38n (Bn)! 


Fle) = jt log a — 


oy, | on put pose 28e i 
0 TMS RE. af ats kind 31 rent SAT 
; oh ea wet ce Be Df He: jee a 
Par suite, d après la Yésleriphelée au n° 13, ne rue 4 


“ER 
EG) +— f —® 


D. ; a AW? age Je ls tw 
2 è 


oot ze éléments simples pour avoir is 


— n Fix) = a? Bi (ax) + 8? Bi (Bx) + + 
et inversement on vérifie sur les‘images iy QU 
Ei (ax) = a1 F(x) + an2F or He 


D'ailleurs le développement connu > 


1 suffit alors de développer 2 


Ei(— x) =j+ log c= re 
permettrait la vérification de ces résultats; mais les ARTE sont plus longs. 
XV. — Les ronctions Aj. — M Mains () a introduit, à propos des 


sinus intégraux du 3ième ordre, de nouvelles fonctions qu’il est commode 
de généraliser ainsi. 


Soit p la variable indépendante ; j’écrirai pour abréger fj, F; au lieu de 
fi(p), Fi(p) et j'appelle A,_;(p) le déterminant D déjà considéré 


fn) fn à “+ i 
== Ti ade + fo 


mais dans lequel la ligne de rang j serait remplacée par 
| Fn F1 Re F, | 


D D — > 


@) Ann. Soc. Sc. de Bruxelles, 1932. 


MU Hé ree n ctl Auto), A, su a + An(p) qui veri 
ient un système d’équations différentielles aisé a établir. 

Si l'on dérive Aj par lignes, on aura à faire la somme de n TUNER Un 
_ Qui sont nuls comme ayant deux lignes identiques, s sauf le déterminant 
~ obtenu en dérivant la ligne (n —j7 — 1) qui donne — Aj+1. ; 

Il y a exception pour Ans dont la première ligne dérivée donne le 


terme complémentaire = = mE et la derniére ligne reproduit Ao. 


D'où le système : 


¥ oe) = AS+1 (7 = 0,1 Boon n — 9) 
54 . | , MAS 1 } . . i 
G ve LES DJ er Ao 
On en tire en particulier : . 
4 ol 
1 (AA — A= 
_ Posons pour abréger | 


= B(p) = e—? Ei(p) 


Cette fonction est bien définie si p n’est pas réel positif, et on a la cor- 
respondance connue : 


? 


1 
— pB(— p) = pies 


-_. On peut exprimer les fonctions Aj au moyen de B(p). 
Il suffit, comme on l’a déjà fait au N° VIII, de multiplier le détermi- 
‘nant Aj par le déterminant T, et il vient facilement : 


n An—s(p) = — E041 Blap) 


le méme procédé donnerait les re des fonctions plus générales obte- 
nues en remplaçant plusieurs des lignes du déterminant D par des lignes 


cs us 


Vi. VOL À Pie netsh 


À 2 Ao (p) = “ERO K—9)+ FO) CR + ae 
| ae à PAD) fener) auiqeé AVI 


ons le cas ares: ona: Sa | D re sone 
“~ : 7 ah, Vu 2 a LE al NT: uae 
Ao= + Sip cos p— ci p sin p> “Me aes 
A,=sipsinp+cipcosp ae 


ce sont les fonctions A et B étudiées par Messieurs ToucHaRp et Homes k 
(Bull. Sciences Math., 1926, et Bull. Soc. Math. France, 1937). | 


XVI. — ORIGINAL DE LA FONCTION À; (p). 


Ona: 
dt tee 
77 PBC Re ee 
dott | 
pB (ap) = 
et donc 
) À 4 on—j+1 
pA,_; (p) hae. a ar 0 
On reconnait au second membre le développement de — oe = en et par 
Suite 
eT 
[wien (p) = a+ 4 


On trouverait sans difficulté sur ces formules les relations différentielles 
que nous avons démontrées directement. 


19 = 
On déduit de la : 
Aj(p) = —[ a da 


En particulier : 


Sh ed 
M)=—( S% —4 Rae 7 


art 4 n Li 
n 
Excepté An—i (0) qui + comme F,(0). 
Du reste, 
aie 10 n—1,} 4 
An—i(p) == — | Rp te pele (+ 2”) 


Les fonctions A;(p) ne sont définies que pour j entier compris entre Ü 


retn.— 1. : 


x é fk : 
mH sont .exprimables en fonction de celles-la 
pour toute valeur entiére positive de 7. 

Par exemple : 


Mais les images. de 


a "ARR 
2 Re TA 1 +pAs 


et ainsi de suite. 
Pour j non entier, il faudrait définir de nouvelles fonctions. Notons 
aussi, si m= Ym, l’image Arc tg(x”) = — mAm—i(p). 


XVII. — RELATIONS ENTRE LES FONCTIONS Aj ET LES SINUS DU MÊME ORDRE. 
— Ona 


+ vai 
— PAD) = on a 
et ’ 
HE = 
Une formule due à Monsieur Humperr donnerait entre fi(x) et Aj(x) 
une relation intégrale qu’il est commode de retrouver ainsi : 


j re) 
ag =P | oP file) ds 


ou, en changeant le nom de la variable : 


ee F- 
= i= f ets f; (s) ds 


cs 


ra 4,0 RE 


rt le nom de la variable : i 


as de 


Prenant l’image du second RE ‘ 


: : *2 sids 
—M@) + nf, THEE 


Le calcul effectif n’est aisé que pour les petites valeurs de n. 
Appliquons la transformation pf (+) L'image devient 


= sids 
Left) 
et en faisant le changement de variable s ees 
= ae ye 
A+R) (p+) 
c’est-à-dire l’image de An—ÿ1(x) 
On a donc 


hog (De | "Jo @VSx) Ay (s) ds à 


po on retrouve 


ce qui généralise un résultat de Monsieur HumBerr (loc. cit.) 


Deuxiéme Section 


Physique et Chimie 


M. le professeur Breckpot fait une communication orale, sur l'analyse spectrophoto- 
métrique des alliages métalliques, en collaboration avec M. E. F. Antheunissens, et sur 
une méthode simple pour l'inscription manuelle des courbes courant-potentiel (polaro- 


grammes) avec l’électrode à gouttes de mercure. 


Variation de composition du liquide intermicellaire 


au cours de l’ultrafiltration d'une solution colloïdale 


PAR 


M. AUGUSTIN BOUT aRric 


1. Nous nous sommes proposé d’examiner, à partir des formules rela- 
tives à l’équilibre de membrane établies par Donnan, comment doit varier 
la composition du liquide intermicellaire au cours de l’ultrafiltration d’une 
solution colloidale. Pour effectuer ce calcul, nous supposerons : 1° que 
ultrafiltration est réalisée de maniére que la membrane filtrante reste en 
contact par sa surface extérieure avec la totalité du liquide filtré, ce qui- 
constitue évidemment une condition très spéciale d’ultrafiltration ; 2° que 
l’ultrafiltration est assez lente pour qu’à chaque instant s’établisse un 
équilibre de Donnan entre les liquides qui baignent de part et d’autre la 


paroi semi-perméable. 


Nous supposerons également : 1° que la micelle du colloide contenu 
dans le filtre comporte un granule négatif R7 et un cathion métallique 
monovalent, par exemple Na* (c’est ce qui se produirait si l’ultrafiltre 
renfermait une solution de rouge Congo); 2° que la solution colloïdale 
renferme une impureté saline constituée par le sel de sodium d’un mono- 


acide, par exemple CINa. 


- 


OD 


Désignons par V le volume initial de la solution colloidale contenue 
dans l’ultrafiltre et considérons la filtration à un moment où le volume 
du liquide ultrafiltré a pour valeur v, le volume de solution qui reste 
dans le filtre étant V — v. Désignons à ce moment: par x la concentration 
commune des ions Na* et CI à l'extérieur du filtre, par 2 la concentra- 
tion des ions R et par y celle des ions CI” à l’intérieur du filtre. La 
neutralité électrique exige qu'à l’intérieur du filtre la concentration des 
ions Na” soit égale à y +2. 

D’après l'équation d’équilibre de Donnan on a: 


(D a —= y(y +2). 


Écrivant que le nombre total des ions CF présents tant dans la solution 
colloïdale contenue dans lultrafiltre que dans le liquide ultrafiltré garde 
une valeur constante, on a : 


(2) vx + (V — v)y = Vy, 


y, désignant la concentration initiale du chlorure de sodium (c’est-à-dire 


des ions CI) dans la solution colloidale au début de l’ultrafiltration. 


Écrivant d’autre part que le nombre des ions R présents dans l’ultra- 
filtre ne varie pas durant la filtration, on a 


(3) (V— v)e = Ve, 
c’est-à-dire 
(3) = yay 

Les équations (2) et (3) peuvent s’écrire : 
(2h) v(x — y) = V(y, — y) 
(3Pis) ve = V(e — 2) 
d’où l’on tire : 
(4) D no PRI CREM. RO BS Ye 

& 2 CA CA 


L’équation (1) fournit : 
r— = ye 
et en remplaçant 2 par sa valeur tirée de l’équation (4) : 
2 ys Mle 0 
c— y, 


— pt 


2 


Se  — 


c’est-à-dire. 
©) : S (@ + y)(@— y,) = ye, . 
: 
a 
8 
» 
x 
C’est l’équation d’une hyperbole dont le centre a pour coordonnées : 
l'E, 
| y=—(y,+ 2%). 
L’équation de l’hyperbole peut s’écrire : 
a (x — y,) 
+ 4 ¥,.— 2% 


y s’annule pour 
= 0 et ey 
et devient infini pour 
u=Y,+ 2. 

Pour avoir les valeurs de x et y correspondant à une certaine valeur v 
du volume écoulé, il suffit de considérer l’intersection M de l’hyperbole 
représentée par l’équation (5) avec la droite D représentée par l’équa- 
tion (2) soit : 
(2) ve + (V—v) y = Vy, 
qui passe par le point fixe 

Z =Yy =Y, 
LX, I vo 


4 Eu à 


Le liquide iaPieinicallatve nee 
tout au moins dans les conditions d 
précisées. 


proposons-nous ee 
PRIARE soln ne 


particuliers, 


_ 2. En vue d’applications à des ca: 
t (5) et, pour « 


résoudre l’ensemble des équations (2) 
générales, prenons comme variables : 


ER ie sy. 


wy 4 Lidia 


ye Yo ; 
Posons d’autre part : . | 
rene” t CR 
RUES nie 
Les équations (2) et (5) deviennent : 
(2), iX+(14-—)pY=—1 ‘ 
(585) (X + Y) (X la). 
De l'équation (5) on tire : 
: __ _X(X—1) 
a“ ae 1t+ta-—X 
et en portant dans (2bis) : 4 
r X(X — . 
soit 
(7) (1 — 2) X* + t+ 0) R444 oe 


Examinons d'abord quelques cas particuliers : 
4°) pour ¢=0, on a 


X=V1+ a 
et, Si a est petit, on peut prendre : 
a? 


: a 
ed LE LD ie 
2°) pour ¢=4, l'équation (7) devient : 
—NH@+aXaita, 


dE. re & | ie D: . PE € vu vier?) Hh 
~ . ALT bat shies 
joey bd i BALLE PET 
Le Hiro fat yee Xera- cg De Pr ail id x4 gold perce 
hy ENT 4} A al ri ver ; Fe 
a LE opi ' (F1 Fr d je gita ) 1 Ep a | In +» h iv p "3 ak. | 
F of a Ty Port ite ; ; 5 Fe ‘4 oat Aa, "6 nb iwpal à uh 


"s "yeapen? 
» ‘TU 


— Pete. 


FAI En résumé, si l’on suppose « petit, on aura : 


78 pour { — 0 X=Vi+toz1+ 5 = : 
| 1 oe a? 
our { == = ey 
4 P a 9 À =? Sail: sige sr ae 
d pour mins 
a 3 F : 2 ’ 
- On voit donc que X varie de 1+ 5 —-$ a4 lorsque 4 varie de 0 a1. * 


Si à est petit, la variation est faible. Elle est à peine sensible entre { = 0 


et f= * puisque, dans les deux cas, X est très voisin de 4 + 5 . 


_8. Essayons d’appliquer les résultats précédents à l’un des exemples 
envisagés par J. Duclaux dans un travail expérimental qu’il a consacré 
aux équilibres de Donnan dans les solutions colloïdales de synthèse (). 
Cet auteur étudiant la dialyse d’un sol d’hydrate ferrique n’a constaté 
aucune variation dans la composition du liquide intermicellaire filtré 
lorsque, sous l'influence de la filtration, la teneur en Fe*O* de la solution 
colloïdale contenue dans l’ultrafiltre variait dans le se de 1 à 24, 


D ti de 


ce qui indique qu’au cours de la filtration, le rapport t= a varie de 0 
a de «La variation correspondante de la concentration du liquide 
ultrafiltré, indique-t-il, n’atteint certainement pas 5 % » 

D’après l’auteur, la composition des micelles de la solution colloïdale 
pouvait être exprimée par la formule électrochimique : 
(A) [68 Fe (OH)', Fe] Gl’, 


(1) J. Ducraux et R. Trreica. Revue générale des Colloïdes, 8, n° 78 (1930), p. 251. 


_tibles de se trouver à l’état de liberté ir 
seuls semblent pouvoir se comporter ainsi ceux qui se trouvent sur | 
surface de la micelle. Désignons par n . 34 Fe*0* le nombre de molécu 
de Fe*0® qui, dans chaque micelle, correspondent à un ion CI libre d 
le liquide intermicellaire ; dans exemple envisagé, la solution coll 
contenait initialement 3,63 g. de Fe*0* par litre ; mais Fe*0° interven 
pour chaque valence du granule par le groupement n . 34 Fe*0°, ona: . 
| DEN "SL koe TE ER 
“0 5100n  4000n 


La concentration y des ions CI contenus dans Pultrafiltre n’est pas 
indiquée dans le mémoire. On sait seulement que la concentration com- 
mune « des ions H* et Cl” dans le liquide filtré ne varie pas sensible- 


: ; =. 466 No MiSs 
ment au cours de l’ultrafiltration et s’écarte peu de 300 9000 — 1000 N- 


On peut donc admettre sensiblement pour y, la valeur : 


PR UUE 
Yo 1000 
On a donc : , 
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La valeur de nm qui serait en relation avec la masse moléculaire du 
granule d’hydrate ferrique n’est pas connue, mais est certainement con- 
sidérable, en sorte que le terme a est très petit et par suite que est 
toujours voisin de y,, composition du liquide intermicellaire dans l’ultra- 
filtre. 

Sans doute, l'expérience d’ultrafiltration exécutée par Duclaux n’est pas 
conforme aux hypothèses faites au début du travail pour l’étude théorique « 
du problème : l'opération d’ultrafiltration était en effet conduite à la « 
manière habituelle et la totalité du liquide ultrafiltré ne restait pas en — 
contact avec la membrane de collodion, ainsi que le suppose le calcul « 
théorique. Cependant ce calcul indiquant que la composition du liquide « 
ultraliltré est pratiquement identique à celle du liquide intermicellaire — 
en contact avec le colloïde dans l’ultrafiltre, on conçoit, ainsi que le 
confirme l’expérience, qu’il n’y ait aucune raison pour que se modifie la 
composition du liquide intermicellaire et, par suite, de l’ultrafiltrat au 
cours, de l’opération. 

Laboratoire de Chimie Physique. 
Faculté des Sciences de Dijon. 
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Sur le calcul de la correction d'absorption 
dans les mesures de la diffusion moléculaire de la lumière 


PAR 


MM. P. PUTZEYS et E. DORY 


Les mesures de diffusion moléculaire de la lumière comportent l’éta- 
blissement du rapport entre l’intensité de la lumière incidente et l’inten- 
sité de la lumière diffusée dans une direction faisant un angle donné avec 
la direction du faisceau incident. Les deux faisceaux — incident et diffusé 
— traversent nécessairement des épaisseurs parfois considérables du 
milieu matériel et subissent en conséquence une diminution d'intensité, 
dont il y a lieu de tenir compte dans le calcul des résultats. Cette correc- 
tion d’absorption (') est généralement négligeable vis-à-vis des autres 
incertitudes expérimentales, lorsqu'il s’agit de milieux matériels incolores 
et peu diffusants. Il n’en est pas de même lorsqu'il s’agit de solutions 
colorées ou de solutions à pouvoir diffusant considérable, telles que les 
solutions de substances macromoléculaires et les solutions colloïdales 
(effet Tyndall). Pour les solutions colloïdales, MECKLENBURG (*) a utilisé 
un dispositif permettant de faire varier de façon mesurable l'épaisseur de 
liquide traversée par le faisceau incident et par le faisceau diffusé, le 
rapport cherché entre les intensités incidente et diffusée étant trouvé par 
extrapolation de plusieurs séries de mesures. !] semble bien que cette 
méthode ne soit correcte que si le volume diffusant est très petit ; outre 
le caractère aléatoire de toute extrapolation, elle présente l’inconvénient 
technique de devoir répéter un certain nombre de fois la mesure. Un 
procédé techniquement plus simple, plus rapide et permettant d'obtenir 
des résultats exacts a été utilisé par Purzeys et BRosTEAUX (*) dans une 
étude sur la diffusion moléculaire de la lumiére dans les solutions de 
protéines. Ce procédé consiste à mesurer indépendamment le coefficient 
de transmission de la solution pour la longueur d’onde utilisée et à déduire 


(1) Absorption désigne ici toutes les causes d’atténuation de la lumière, aussi bien 
celle due à la diffusion que celle due à l'absorption proprement dite. 

(2) MECKLENBURG, Kolloid Z., 14, 172 (1914). 

(3) P. Purzeys et J. BROSTEAUX, Trans. Faraday Soc., 31. 1314 (1935). 
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Nous supposerons que les mesures de la lumière diffusée s 
lumière monochromatique et à 90° de la direction du faisceau inci 
Le dispositif expérimental est alors le suivant : la solution à exam 

placée dans un tube en croix dont la figure 1 représente une s 
horizontale. Ce tube vient s’appuyer par des fenétres planes A et B con 
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des pièces fixes de l’appareil de sorte que les distances l, et L, de la face 
interne de ces fenêtres au centre optique O, sont fixées une fois pour 
toutes. Par la fenêtre A le faisceau de rayons incident pénètre dans le tube 
et en sort par la fenêtre CG. Ces rayons ont traversé une épaisseur de 
liquide /,. Grace à ce dispositif, on peut mesurer le coefficient de trans- 
mission & pour chaque liquide examiné. En effet, si a, est l’intensité de la 
lumière transmise par le tube en croix lorsqu'il est rempli du liquide 


NT a 


a examiner, et ay l'intensité de la lumière transmise lorsqué ce tube est 
rempli d’un liquide non absorbant (et d’indice de réfraction très voisin 
ou identique), par exemple de l’eau pure, on a par la loi de Lambert ~ 


. (éq. 1) 


Grâce A connaissance de a, il est possible de calculer l'absorption que 
subit, d’une part, la lumiére incidente et, d’autre part, la lumière diffusée. 
Nous examinerons ces deux cas séparément. 


Absorption de la lumière incidente. 


Nous supposerons le faisceau incident formé de rayons parallèles ; 
on pourra généralement assimiler à un faisceau parallèle le petit élément 
de volume abcd que l'appareil de mesure de la lumière diffusée découpe 
sur ce faisceau dans le voisinage du centre optique O, si le parallélisme 
n’est pas exactement réalisé, ce qui est toujours expérimentalement le cas. 

Il s'agit de calculer l’intensité moyenne Im de la Inmière incidente dans 
l'élément de volume abcd situé symétriquement autour du point O. 
Soit I, l'intensité de la lumière incidente sur la fenêtre A. L’intensité 
à une distance x est donnée par 


le = là. 


Soit encore ad = bc = |, on à, en tenant compte des relations entre les 
longueurs données par la figure 1, 


L + 0,51 i 
( I, a’ dx 0,51 —0,51 
[Meee Ha. (éq. 2) 
Li + 0,51 9 lina " 
dx 
In — 0,5 1 


Il y a lieu de remarquer que les deux termes du second membre de 
cette équation renferment des grandeurs qui ne sont pas mesurables avec 
ia méme précision. La distance /, du centre optique a la face interne de 
la fenétre d’entrée peul étre connue avec une précision trés grande ; 
il n’en est pas de méme de la grandeur J, largeur du volume diffusant 
intercepté par les rayons marginaux atteignant l'objectif de l’appareil de 
mesure. Get objectif étant généralement choisi à court foyer et grande 
ouverture pour capter le plus de lumière possible, la largeur / n’est en 


conséquence définie que très approximativement. Il y a donc lieu de 
0.51 __ g—0.51 


choisir le second terme aussi petit que possible, de façon 


Lin a 
à le ramener à la valeur d’un terme de correction. Il est évident que 
| devra être choisi petit, et ce d’autant plus que le coefficient de transmis- 
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ae ed à ash K; be 
1.0003 | 1.0004 47 | oran 900% k 
0.50 + | 4.0050 | 1.0201 | 4.0820 | 1.9595 
040 | 1.0562 | 1.9360 — ue 10.846 


Pour rendre l’équation 2 plus maniable, on peut vicar en série le 
OST 7 O50 
—= iO 


terme ——— À Ca 


et en se limitant aux quatre premiers termes, on 


obtient : | 
(Im)appros. = Lo 0 [1 + 0.0416 (In a) ].  (ég.3) 

Cette équation montre plus clairement que la précédente que Pincerti- 
tude de la mesure de / ne sera négligeable que si le second membre de la 
somme entre crochets est négligeable par rapport à 1, ou tout au moins 
suffisamment petit. Elle montre également que l’erreur introduite par 
une faute de centrage de l’appareil de mesure sur le centre optique O 
dépend uniquement de a”. L’erreur relative sur cette grandeur est donnée 


par 1 — a où a est erreur absolue sur /, soit L, + a. A titre d’exemple 
une erreur de centrage de 1 millimétre (0.1 cm) cause une erreur de 


1.1 % pour a=0.90 
Si € a = 0.70 
7.2 a = 0.50 


Remarquons enfin que fréquemment le terme en / des deux équations 
précédentes peut être complétement négligé, ce qui ramène ces équa- 
tions à une expression particulièrement simple : 


yess rs la ale (éq. 4) 

Ainsi, dans une série d’expériences sur la diffusion de la lumiére dans 

des solutions de protéines, a n’était jamais plus petit que 9.70 et J était 
très sensiblement égal à 1 cm. L’équation (2) donne pour le terme en /: 

1.00522 et l’équation (3) : 1.00529. L’équation (3) était donc rigoureuse- 


ment applicable et l’équation (4) pouvait être considérée comme suffisante 


puisque l'erreur serait toujours inférieure à 0.5 %, ce qui est tolérable 
dans ce genre de mesures. 
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Fig! 2! 


1, — x de la face interne de la fenêtre B (fig. ee Si : est la hauteur de cette 
tranche mince, son volume est égal à 2/ 
; émis par que tranche mince est par oct 
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| X WV — x dx = —3\/ r° — 1° dx 


1 rl 
-_  L’incrément d’intensité lumineuse au sortir de la fenêtre B, dû à cette 
tranche mince, est par conséquent 


Pare ren 
di = 14/7 203% de. 


L’intensité de la lumière totale reçue par l’instrument de mesure sera : 


mel rae x? a's dr 
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Posons — ne == C08 P, alors dæ—rsin pd, et on obtient 


lear: 

c a3 , 

i= ks a” °° ® sin? go dp 
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ou encore 
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Développons ef ©°S ® cos @ en série 


e8 COS P cos p = cos p + B cos? p 480089 ae os 


Cette série est uniformément convergente, dans Medien physiques 
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précisées ci-dessus. De plus, chacun de ses termes étant continu, intégrons 


terme à terme. Notons que les expressions de la forme 


43 cos?"*1 p dp 
o 


sont nulles et que les autres, pour m pair, ont pour valeur 


Tw 
SE re = RU 
she cos"o dg = 2(* cos” 9 dg = Svea ale 
Dés lors, | 


2 4 
i=mpk| 3+ . i+ 5! ne . gto |. 
La série entre crochets a pour terme général 
ni I NON 
$ [(Qn — 2)!!]? Yn | 
Elle est convergente, en vertu du second critère de Cauchy, puisque 
Un+1 
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Remplagant B et k par leur valeur dans l’expression de z, on trouve 
' : 1 1 1 
wai l : 
t= 21,08 [a+ 46 " In a)? + 5, (7 ln a)* + | ; 
Si l’on se contente du premier terme du développement en série, on a 
ey na (éq. 5) 
Cette relation serait valable si le volume diffusant se réduisait à une droite 


confondue avec l’axe de symétrie de l’espace cylindrique. 
Si l’on adopte les deux premiers termes, on obtient : 


do E +. z fle a) | (676) 


équation généralement applicable, les termes suivants pouvant toujours 


être négligés. 


A litre d’exemple, voici quelques valeurs du terme entre crochets de 
Péquation 6 : 


met 0.25. |, 0.50: |. 4.00, |. 2.00 


0.90 41,0001 1.0003 1.0014 1.0055 
0.70 1.0001 : 1.0040 1.0159 1.0636 
0.50° | 1.00388 | 1:0150 4.0601 4.2402 
0.10 1.0414 4.1657 1.6627 3.6510 


L’équation 6 est de la même forme que l’équation 3. Tout comme pour 
cette dernière, l’erreur sur la grandeur de 7 n’affectera pas sérieusement 
les résultats si le second terme de la somme entre crochets est négligeable 
ou trés petit par rapport 41. Le diamétre du faisceau éclairant se laisse 
cependant mesurer avec une précision beaucoup plus grande que la 
largeur J de l’espace de diffusion figurant dans l’équation 3. 

Combinant les équations 3 et 6 et désignant (Im)approx. par 1, on obtient 
ta tal 1 1 ‘ 
Lo ate CN 01G molt 00A6 (mo) ot? 

Dans cette équation, 7./I est le rapport cherché entre l’intensité de la 
lumière diffusée et l'intensité de la lumière incidente dans un milieu 
dépourvu d'absorption. Le rapport &/1, est celui qui est directement 
mesurable. Les deuxième et troisième termes représentent la correction 
d'absorption que nous nous étions proposé de calculer. Comme nous 
l’avons montré, le dernier terme est fréquemment négligeable si l’espace 


3 af rel ia de 
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Us equations générales établies nous ont permis de a er es ¢ 
tions dans lesquelles elles se simplifient en pratique ; elles nous | 
‘tent également d’indiquer quelle est la précision qu’il faut réaliser d 
le montage de l'appareil. D’après l'équation 7, il est évident que la _ 
précision de la mesure dépendra en premier lieu de la précision ave 
laquelle on connaît le coefficient de transmission a, et ensuite de a. 
précision avec laquelle le centrage du faisceau éclairant et de l'appareil — 
de mesure auront été effectués, c’est-à-dire dépendra de l'erreur sur les — 
longueurs /, et /,. L’erreur sur r et / interviendra que pour autant que 
le troisième terme prend de l'importance, ce qu’il y a lieu d'éviter par un 
dispositif expérimental approprié. mae 5 


ll reste à envisager le cas où la section du faisceau de lumière incidente 
présente une section transversale rectangulaire. Suivant le même raison- — 


nement que précédemment on trouve que le flux émis par une tranche 
ie 

: b 

rant dans la direction de B. 


L’incrément, dù à cette tranche, de lintensité quittant Ja fenêtre B est 


mince dx est donné par —°- dx où b est la profondeur du faisceau éclai- 


(l . LEE 4 
donc vs a* dx, et on aura pour l’intensité totale 


ly + 0.50 Ad x 
i= —— a dr —i qQ’3 sas é 3 
vb 5 bina (65) 


Cette équation, étant de forme identique à celle de l’équation 8 trouvée 
précédemment, nous ne la discuterons pas davantage. 


Résumé. 


Les mesures de la diffusion moléculaire de la lumière dans des milieux 
absorbants doivent être corrigées pour la perte de lumière due à l’absorp- 
tion. On a établi les équations rigoureuses permettant de calculer cette 
correction à partir du coefficient de transmission de la solution; ona « 
discuté les circonstances expérimentales à réaliser pour obtenir le plus « 
facilement un résultat précis et montré l’avantage de concentrer la * 
lumière incidente dans un espace diffusant aussi petit que possible. Les | 


conditions dans lesquelles les équations se simplifient ont été exposées. 
Louvain, 24 janvier 1940. | 
Laboratoire de Chimie Physiologique 
de l’Université. 


Fonction potentielle des mouvements plans 
de la molécule de benzéne | 
Calcul des fréquences normales planes de vibration 
des molécules 
sym-CeH3D3, para-CHD, et para-CHD, 
PAR 


E. BERNARD, C. MANNEBACK et A. VERLEYSEN 


DEUXIÈME PARTIE : CALCUL DES FREQUENCES FONDAMENTALES DES MODES 
PLANS DE VIBRATION DE LA MOLECULE sym. C,H,D,. 


Dans la fig. 1, nous supposons les atomes H en position 135 et les 
atomes D en position 246. La symétrie D,, de cette molécule est moindre 
que celle de C,H,. 

En dehors de la symétrie par rapport au plan de la molécule, dont nous 
ne nous occuperons plus, il subsiste les symétries Z ou À, précédemment 
définies, par rapport à l’axe {ernaire oz, et la symétrie 7” et o” ou + et — 
par rapport aux trois plans « verticaux », 0x2 et les deux autres à 120°, 
passant par les diagonales. 

Les familles de symétrie des modes normaux de sym. G,H,D, s’obtiennent 
par simple composition ou couplage des familles définies précédemment 
pour C,H,, Tab. I, mêmes notations. 


TABLEAU XI 
Notation RAC | Nombre | Activité Me. FE: 
HÉREN EERES Composition | de modes | optique | Fréquences observées 
A, EH EGbetz(-+1)4 ta O | Ingold, Langseth. L. 


A, {=(—y/E(+—)etE(——)| 8 +18 | 0 0 
E’ A | AS et AA 7. ta oRa LR | ee Ra et L.R. Langseth- 
L. Ra. 


On note que les trois modes Z sont totalement inactifs. Faute de don- 
nées expérimentales, nous ne nous en Occupons pas 1Cl. La «fusion » ou 
« couplage » des modes S, et A,, séparés chez C,H, et C,D,, est réalisé dans 


— 


Remontant aux définitions données loc..cit. pour les coordonnées s 


triques, on trouve facilement pour la fonction cinétique de sym. C,H,D, = 


9T (C,H,D;) = 2T (G,) + 20 (Y.) 
d 


a ae 

es hii) — gy (FRO PSE) 
où T (C,) désigne la fonction cinétique des six atomes de carbone (loc. cit. 
al désigne la fonction cinétique de six atomes de masse 
Saat .) ey à la moyenne arithmétique des ue des trois 


atomes H et des trois atomes D, l’expression T (Y.) étant celle donnée 


Sr 


loc. cit. (3) pour les six atomes d’Hydrogéne, sauf la substitution de m _ 


qui y figure par m,. 
On a posé 


(24) CRE 5 
d= m, —m,, = 1.0060 


Les termes contenant à en facteur seront appelés termes de couplage. 
Ces termes ne caractérisent pas eux seuls le problème qui nous oceupe ; il 
y à encore l’influence de l’augmentation de masse moyenne des atomes 


Y, qui se traduit par la présence de m, au lieu de m, dans la fonction 
cinétique 


3m, +3 
qu nt s mo Ma _ 45110 


FAMILLE &* ou S, + A,. — Quatre modes actifs en Ra et I. R. 

Procédant comme on l’a fait loc. cit., on obtient par l’intermédiaire des 
équations de Lagrange le système des fonctions symétriques suivant pour 
les quatre modes Z*Ÿ, où s,, s,, etc. désignent, comme d'habitude, la 


ep fs 


somme des carrés des Q?, la somme de leurs doubles, triples, quagenplas 
produits, les unités étant dias comme plus haut (AA). 
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où l’on a posé 
| a= F* + o* —%* c= Ft ot —(pty? 
b= O° +12GT +21  d—12G © —( })’ 


Comparant aux équations (2) et (6) obtenues pour C,H, et C,D,, on 
peut écrire 


BQ ory =. V/s, = (2. or)" 7A Cok (00) ec eh 
| ae A) 5) ; Ay 
où la notation s’explique d’elle-même. Dans cette relation, les quatre fré- 
quences du membre de gauche sont connues par l’expérience (Tab. XI) ; 
dans les deux termes de droite, toutes les fréquences S, sont connues, tandis 
que parmi les fréquences A,, une seulement l’est, v’ = 1010 cm— (C,H,). 
(Tab. 4). 
D’où nous tirons 


APE Vs, Vita p\Pe 
(2.2 a | ou a (iS) ae (a. or" 
ay 


Dans la première relation, nous tenons compte de l’anharmonicité en 
prenant pour le membre de gauche la moyenne arithmétique des résultats 
obtenus en substituant dans le dénominateur du membre de droite la valeur 
théorique, soit d/Mm,, puis la valeur expérimentale donnée par le produit 
des fréquences observées. La même règle vaut pour la seconde relation, 
sauf à permuter les rôles de H et D. D'où l’on déduit la valeur encore 
inconnue expérimentalement de v. (Hy) et ainsi, négligeant le couplage 
h)_, on déduit les valeurs suivantes ‘en unités 10° x dyn/em : Py =5,012 
se = (),6551. D'où l’on aurait pu calculer les deux fréquences inconnues 
A, (C,D,). Nous avons préféré opérer un peu différemment : remarquant 


marie tt 


wi be D ca 
1012 (1010) +1 ESS || 7 
| 3046 9968 5 I 


les valeurs entre parenthéses ayant servi de point de départ. s a 

Enfin, il suffit de résoudre une équation algébrique du quatriéme degré 
pour obtenir, par calcul, les valeurs des quatre fréquences propres de la 
famille £* chez C,H,D3 (en cm—!): nous les comparons aux résultats 
expérimentaux de Inco et Lanasetu-Lorb. (loc. cit.). 


Tasteau XII 
xT (CH3D3 — sym.) 


bserv. fs Calc. 

Notre calc. Err.°/ Obs. Ingold | ne Err.°} Lang-Lord 
956 0,3 953 956,6. — 0,55 951.2 
999 — (2 1000,9 1003,9 0,05 1004.5 
2280 0,0 2979 2283,8 0,1 2285.8 
3057 0,1 3053,8 > 3055,4 0,5 3070.7 


Nous ajoutons les valeurs de Lancseta-Lorp, obtenues par un simple 
calcul de perturbation et néanmoins tout aussi précises que les nôtres. 

On constate la vérification de la loi bien connue de Lord Rayleigh sur 
la chute des fréquences propres d’un système dont on augmente locale- 
ment la masse. De plus, la règle que nous avons déjà signalée à propos 
de l’éthylène (*) et dont nous avons fait usage plus haut s’applique encore 
ici : chacune des quatre fréquences propres de C,H,D, se trouve presque 
exactement au milieu de l’intervalle fixé par une fréquence S, et une fré- 
quence A, voisines, soit de C,H,, soit de C,D,. Comme pour l'éthylène, on | 


2 


| 


() MANNEBACK et VERLEYSEN. Ann. Soc. scient. Brux. B, 56, 349 (1936) v. p. 367 et 
(1) 57, 31 (1937). 
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peut en déduire que, dans le cas présent, les modes normaux sont très 
approximativement obtenus par composition géométrique des vecteurs — 
élongations d’un mode S, et du mode A, associé, ce qui, pour la fré- 
quence 3054 conduit presque à l’immobilité des atomes D, pour la fré- 
quence 2279, à l’immobilité des atomes H. 
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FAMILLE A ou AS + AA. — Sept modes doublement dégénérés, actifs 
en Ra et I. R. 


Le manque de données sûres ne permet aucun calcul précis sur les fré- 
quences de la famille © (A, + S,). Pour la famille A, on obtient immédia- 
tement a partir des équations de Lagrange le déterminant aux fréquences 
suivant, dont le degré se réduit facilement d’une unité a cause de la trans- 

lation qui figure dans le groupe AA : 


U—-MQ? ow U ve #1 
| 
1 w V—M2?-— ow u | 
ù 
U w U—m,Q? v | 0 5 Q? 
v u v W—m,2 9 %° 0 
se 
(1) 9 2 B- m,%2? 6 D dG 


| db D' 8 H— M2’ 


Les notations ont été définies précédemment. Les éléments non marqués 
sont nuls. Au lieu de développer le déterminant, par la régle de Laplace, 
nous avons préféré utiliser le procédé de calcul numérique déja décrit (*) 
et utilisé avec succès dans le cas de C,H,D où il y avait une équation du 
neuvième degré à résoudre. Dans le cas actuel, la méthode se simplifie 
appréciablement (noter que © = 0 et D'——Jb') et l’on obtient(en cm?) 


(2) LEMAITRE, MANNEBACK, TCHANG. Ann. Soc. scient. Bruw. (1) 57,120 (1937). TCHANG, 
Ann, Soc. scient Brux. (|) 58, 87 1958). 
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Les erreurs restent inférieures à 1 °/o. A noter que la fréquence 
a été déterminée en infra-rouge seulement par Ingold. RATE 
renseignée par Ingold seulement, ne peut être une fondamentale, ce 
valeur excède toutes les fondamentales de €,H,, ce qui mettrait la loi 
Lorp RAyLEIGn en défaut. ' 
Le déterminant permet d'obtenir facilement la somme des carrés des 
fréquences et leur produit, ce qui est une utile vérification ; la première 
donne 0,02 °/, d’erreur, la seconde 0,07 o/.. On peut, au moyen du rap- 
port isotopique, calculer la valeur de la haute fréquence non obser tie; 


_ CALCUL DES ERÉQUENGES FONDAMENTALES DES MODES PLANS DE VIBRATION 
DES MOLECULES para-C,HH,D, et para-C,H,D,. 


La symétrie de ces molécules est Vs. Pour la première, les atomes D 
seront en position 3,6 (fig. 1) ; pour la seconde, ils seront en position 1, 2, 
à, 5. La symétrie actuelle est identique à celle de la molécule d’éthylène. 
Nous avons, utilisant des notations précédemment définies 


TABLEAU XIV 


Notation 


PATATE Nombre | Activité Fréquences ’ 
Langseth| nous PRE de modes optique obser vées 
Ag S; E(+ +) et A(++)S | 6 - Ra 0 lus Las 


A |2-t)etA EME SLT teisb pas observ. 


Ay E(+—)etA(+—)A| 5417 0 ER. pas obsery. 
Bog Se 2(——) etA(__)§| 511R | Ra 0 REDLICH; LANGSETH 


§ dédoublés » tn: en D ado seats mh aa symone differente FT 
. ce dédoublement est dû à la symétrie Vs des LE dans sh molécule et ss 

non à la symétrie de la fonction potentielle. = CLICS 
AA obtient la fonction ane de Los à D, comme celle Fes 


2 - sym-CyHDs. ce 
2 QT (para) = 2T(S,) + 9T(A,) + 2T(A,) + 2T(S,). 


v (= (2+ 22+ we) + 3% pr (Xe + te + 26) +; 36 “ike (rs + 9) a8 na 


On écrit les expressions de T(A,), T(A,) et T(S,) à partir de la précé- 
_ dente, en opérant les substitutions de coordonnées indiquées ci-après : 


S, Xx, X, Le Teo! i, dé : 
A, X, X; Vi Ys CA Ys 
ae A, Ho He Tate ae ahi. 
‘ SS, Ay oily. » V1 Ye Ys wg 
On a posé 
= hm 2m 2m 4 m | 
(24) m, = Te ae = 19498 m= TT Me _ 4 6787 
; D — m, — m, = 1,0060 
: M désigne, comme précédemment, la masse des atomes de carbone. Les 
. coordonnées X et H ont la signification définie loc. cit. (2) et (2”). On a, 
- de plus, défini ici (= V—1 et e= (1+ à V3) /2) 
4 D VE 
7 = (=) yes Spey 
a La = n(e=p— e2=; ) Ya = €=3 + els 
3 hy = Zi =a Ys t (Sa — ar 
4 Le = E=g + = Ye = 1 (€=— — PE 6) 
| 
j 


où les = sont les coordonnées définies loc. cil. (2). Des définitions analo- 
gues valent pour les æ' et y’. 

Les coordonnées nouvelles x et y sont réelles et possèdent respective- 
ment les symétries des quatre familles S,, 4,, 4,, S, indiquées plus haut. 

La fonction cinétique de la molécule para-C,H,D, s’obtient simplement 
en changeant le signe de à et en remplaçant m, par m,. 

Il est nécessaire de récrire la fonction potentielle des modes AA et AS 
au moyen des nouvelles coordonnées x et y. On a, se servant des notations 
employées loc. cit. (4) — (ne pas confondre les A, B .... qui interviennent 
ici avec les mémes lettres, utilisées dans un sens différent dans la premiére 
partie du présent travail) 


48 U(AA)= U(y, — y)" + Vy2 + Wy 2+ 2uysyst 2(vys + wys) (y: — Ya) 


+ termes en x. 


Les termes non écrits de la fonction U(AA,) s’obtiennent en remplaçant 
les y par les x correspondants et en changeant le signe du dernier terme 
de la première ligne seulement. 


48 U(AS) = Ayi+ By2+ A'y2+ B'y2+ WCy,y,+ Mysve 
+ Dy, ve + 2D'ys ye + 2E y, Vs + QE’ ys Ye 


+ termes en x 


Les termes non écrits s’obtiennent en remplacant, sans changement de 
signe, les y par les x correspondants. On a bien ainsi la séparation de 
énergie potentielle des modes dégénérés en termes de symétrie S,, S, 
pour AS et de symétrie A,, A, pour AA. 

Les équations de Lagrange conduisent, aprés quelques transformations 


simples au déterminant, aux fréquences suivantes pour les modes S, de 
C,H,D,-para : 


k, — Q i; 
t, Aie SL me A 
(25) e (2? | a’ — Q* ei c d' D 
e' b'—? d h 
c d a—® e 


26) 


— 63 a- 

où l’on a posé 

IR Lo +) 1 ot 
ANR CARS DE = 
t= (ot pt) _ 1 UN de | 
| VM m, \ Vin, ; ae 

_ ab R, e 
ka M, CA SE 
a= JL , Ge] “ee 6 

mb Me Vm,m,, 
= C C= D d D _ do 
eS — = ——— h — 
Vm,M Vm,M Vm,m, Vm,m,, 


m, et m, ont été définis plus haut. Les lettres rondes et les autres para- 
métres ont exactement la signification définie dans la première partie. 
On a dans le cas actuel c—e —0. Les éléments du déterminant non 
inscrits sont nuls. Le déterminant aux fréquences pour le même mode S, 
de la molécule para-C,H,D, s'obtient simplement en permutant m, et m,, 
c’est-à-dire aussi m, et m,. 

Pour la molécule para-C,H,D,, on obtient le déterminant aux fréquences 
des modes S, (y compris la rotation de la molécule dans son plan) en 
remplaçant seulement les trois paramètres k,, t,, q, par les suivants 


2 si 
en ere en serie ge 


2 Ms 


Vm, M 
où k =c/a=0,777 précédemment défini (c= CH ; a — CC) et [* est 
le paramètre potentiel qui définit (loc. cit. (37') et (40) (*)) le mouvement 
de symétrie £(——) ou A, que nous avons dénommé < antirotation 
plane », c’est-à-dire la rotation en bloc des six atomes H en sens inverse 
des six atomes C (fig. 2). Pour la molécule para-C,R,D,, l'équation déter- 
minante s’obtient simplement en échangeant partout le rôle de m, et m,, 
et par conséquent m, et m,. 

L’équation déterminante des modes A, et A, de la molécule para-C,H,D, 
a la mème forme que l’équation (25) ci-dessus ; les valeurs des paramètres 
sont différentes. Pour les deux modes A, et A,, ona 


() A noter l’erreur d’impression loc. cit. (40) déjà signalée : lire (1 + 4}? au lieu de l?. 
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de C,H, et C,D, définis et calculés dans la première partie. On a, 
cas attal e’'=0 De plus, pour les Ne et Ay il faut rem 
paramètres ky, &. aq respectivement par eyl de af 
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où les paramètres G, F~ etc., ont servi dans la première iwekloinet sha 
ctl. (équations 37’, 39, 41) à définir la fonction potentielle © 
x (—+) et = (+ =" des molécules C,H, et C,D,. 
Pour obtenir les équations et dtevantataietils Hes modes A, et A, my la 
molécule para-C,H,D,, il suffit d’échanger partout le rôle de m, elm, 
c’est-à-dire de m, et m,. 


Calculs numériques. 


~ 


En tenant compte des résultats obtenus dans la premiére partie, on 
obtient valeurs eg ay des paramétres qui viennent d’étre définis, 
sauf À;, l;, q, pour 7= 2 et 6, où les données expérimentales font défaut. 
La halle ‘du déterminant aux fréquences se prête bien au développement 
littéral; on a substitué les valeurs numériques des paramètres après 
avoir tonne l'équation en puissances de l’inconnue À = Q*, C’est ainsi 
que lon a obtenu les équations numériques suivantes, dont on a calculé 
et vérifié les racines à la machine (unités 10° x dyn/em) 


Modes S, : para-C,H,D.. 
N° — 41,5749 X° + 45,6902 at — 77,9651 a5 
+ 61,06075 À? — 20,83604 À + 2.393944 = 0 
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PERS MIE ARE Peig ts 0.0 WSS Loge ue | 
1203 25 1168 — 0.6 TB | Re 2 ii 
j 1576 202 1587 —044 1579 1589.2 
care: PME 9272 — 0.3 2280 2979.4 
3057 0.1 3063 . 03 3054.6 


Fréquences modes S,, para-C,H,D,, en cm1 


4 : ee mm a | … 
‘ Calculées | Observées | a 
Redlich-S. | Err. % R. | Nous LErr. % L. L,|| Redlich-S. | Langseth-Lord 
600 1,2 579 7 = + 593 585.0 
L 854 20 878 2.1 885 899.7 
4 962 1 964 0.5 965 959.6 
1565 - 0.6 | 1568.3 0.34 1575 1563.0 
4 2274 LE Qu 2278 — 0.2 2268 k 2283.0 
; 3053 0,02 3055 5 var 3054 3042.9 


Nos valeurs calculées ont été comparées aux valeurs observées par 
Lorp-Laneseru. Les deux seuls écarts qui dépassent 1 % disparaissent si 
on effectue la comparaison avec ies valeurs observées par Redlich. Les 
valeurs calculées par R£epLicx et Srricks (') à partir de la fonction poten- 
tielle donnée par ces auteurs pour les modes AS de C,H, et C.D, et 
discutée dans la première partie, ont été comparées aux valeurs expéri- 
mentales données par ces mêmes auteurs. Deux des discordances les plus 
élevées disparaissent, si on effectue la comparaison avec les valeurs 


(1) Wien. Ber. Math. 11b, 145, Bd 6, 594 (1936). 


on ote y + 
| taie is fonstion au de ds le correction ado 
_nicité, comme il a déjà été remarqué. _ 3 VA 

Pour les modes S,, le calcul direct des émet pees: 
à cause de la valeur inconnue du paramétret*. 

Nous nous étions proposé d’arriver à une nn RU d 
mètre F+ en choisissant celui-ci par tâtonnements, de façon at 
Pe | convenablement les valeurs obtenues expérimentalement par Lan 
Lorp pour les fréquences S,. Des circonstances rupee à notre: olonté 
ont interrompu ce travail. 

Le calcul des fréquences des modes 4, se fait comme pour les modes 
S, ; toutefois la comparaison avec Pepe n’est pas possible à cause — 
de l'absence d’observations dans l’infra-rouge. Par contre, un calcul précis — 
des fréquences des modes À, n’est pas possible, à cause de notre ignorance 
de la fonction potentielle = modes Bou ou 2(+ —) de C,H, et C,D,- 


_ TasLeau XVI 
Fréquences actives en Infra-rouge calculées pour le mode A,, en em 


para-CHD, para-CéHeD, 
989 _ 803 
1029 074.57 
1468 1364 
2286 2277 
3058 a 3070 


La fréquence 3070 cm— plus élevée que 3058 cm—! calculée pour la 
molécule la plus lourde ne doit pas étre interprétée comme une infraction 
à la loi de Lord Rayleigh. En effet, on passe de para-C,H,D, à para-C,H,D, 
en augmentant les masses des atomes en position 1-9. 4-5 mais, en méme 
temps en diminuant les masses des atomes en position 3-6. | 

On obtient immédiatement les rapports isotopiques théoriques suivants, 
à partir des équations aux fréquences, remarquant que (1 — e’)m.m, = 
Mao : 


C,H, NEC). TTA(S) _C,H,D, TIS, CHD, TTS, mn 
CREER RE Saag ae 
C,H,D, TIS, C,H,D, TS, CD, TECH). TAGS) V ™ 


On peut, comme nous l’avons fait pour le trisubstitué, vérifier la bonne 
concordance de ces rapports, lorsqu’on y substitue les valeurs que nous 
avons calculées pour les fréquences (!). - 

On a de même une série de rapports pour les modes A,, 4,, S,, dont 
les valeurs théoriques renseignées au Tabl. IX chez Lancsera-Lorp (loc. 
cit.) et qui sont parfaitement vérifiées, comme les précédentes, par nos 
valeurs calculées. 


CONCLUSION. 


Dans la première partie, nous avons recherché une fonction potentielle 
des déformations planes commune à la molécule de benzène et à ses sub- 
stitués deutérés, et avons obtenu une précision notablement plus élevée 
que celle admise jusqu'ici. Cela n’a été possible qu’en tenant compte de 

certains couplages, et tout particulièrement du couplage angle-côtés adja- 
cents à l'intérieur de l'anneau carboné, dont l'existence et l'importance ne 
sauraient plus faire de doute. Les autres couplages sont beaucoup plus 
faibles et sont d’ailleurs encore partiellement indéterminés, du fait que 
leur nombre excède les données disponibles. En utilisant une fonction 
potentielle comprenant au total 16 paramètres différents de zéro, pour les 
modes 2(++).2(——+), AA, AS de C,H, et C,D,, nous avons pu calculer 
ou recalculer 19 fréquences pour C,H, et C,D,, 11 fréquences pour sym- 
C,H,D,, 12 fréquences pour les deux molécules para, soit au total 42 fré- 
quences à partir de 16 paramètres, Verreur maximum ne dépassant 
jan ais 2,1 %. Dans 5 cas seulement, l'erreur a dépassé 1%, tandis que 
l'erreur absolue moyenne de l’ensemble est de 0,42 % seulement. Pour 
apprécier la signification de ce résultat, il faut se rappeler qu'aucune 
correction arbitraire n’a été faite pour tenir compte de l’anharmonicité 
des données ; notre fonction potentielle est une sorte de moyenne entre 
une fonction exacte pour C,H, et C,D,. 

Nous avions espéré qu’une discordance nette des résultats calculés et 
observés pour la molécule trisubstituée ou pour les molécules para aurait 
permis une retouche de la fonction potentielle et une détermination des 
6 paramétres que nous avons arbitrairement annulés. L’excellente concor- 
dance avec l’expérience des 42 fréquences calculées au moyen de 16 para- 
mètres seulement semble bien prouver que notre fonction potentielle doit 
être fort proche de la réalité physique. Il convient cependant de rappeler 
ici ce que nous avons dit plus haut 4 propos de la signification physique 
des petits paramétres. 


(1) L'erreur de 2,1 °/o correspond, pour para-CH,D,, à me fréquence pour laquelle 
les deux auteurs qui l’ont observée ne sont pas d’accord. Sauf ce cas, nos erreurs ne 


dépassent jamais 1,6 °/o. 


peek Rick dames Geuebasttigeas a s quatre familles « 

différentes. Les termes correspondants | a la fonction potentie 

se regrouper de la manière suivante (loc. cit., éq. 18") pui éclaire 1 x 

leur signification physique : | Mal Say 
D.S +000. O+ x. M+Dr.P 9 ne 
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avec (loc. cit nthe 9 et 9’ et 38’ et suiv.) (unités 10° nr al ean 4 
+ =O 490, + Iu + 0, = 5,09 Mi. 

D — | D = D — 2054 20, — p= 5,00 su 
a | Da =O + Do — Du — Pr = 5,12 HSE 
| = D — Do — Put Dr 5,03 ; 

et ; 

| 6 =F (Ac,)* ect SAS Aci+2 
O=E Aci. Acis1 pais hh Ald 


où les valeurs des © sont tirées des résultats de la première partie de ce 
travail et où les Ac; désignent les allongements des distances C;H;. Les 
indices O, M, P désignent des couplages correspondant à la terminologie 
chimique usuelle : ortho, méta, para. On obtient : 


D = 5,060 Du = — 0,010 


(28) dy —=0,030 De = 0,000 


La décroissance régulière des paramètres de couplage apparait conforme 
à ce que fait prévoir l’intuition physique, à savoir la décroissance rapide 
de l’intensité des interactions des liaisons chimiques CH en position ortho, 
méta, para dans la molécule de benzène, correspondant à un éloignement 
croissant des liaisons. On remarque aussi la valeur faible (1 %) de Péner- . 
gie potentielle d'interaction ortho, comparée à l’énergie potentielle prin- : 
cipale. Nous avons ainsi, pour la première fois peut-être, des précisions — 
quantitatives sur les interactions des liaisons CH dans lu molécule de 
benzéne. 

La valeur inconnue de f— ne permet pas de faire une constatation 
analogue pour l'énergie potentielle de déformation angulaire des liaisons 
CH dans le plan de la molécule. On pourrait se servir du résultat Ppara =O 
pour supposer a priori une relation analogue dans le cas des paramètresT. 


DR at Rn 
haut 


En tar 


Toutefois,le problème des fréquences inactives inconnues £(— +) ou 
Bo. ne pourrait encore être résolu avec certitude, à cause de l’inconnue 
FT, à laquelle une considération analogue à la précédente est inapplica- 
ble. En effet, les quatre paramètres de définition analogue aux précédents 
F, Fo, Fu, Fr ne sont pas indépendants, comme il résulte de l’éq. (I!) en 
note, p. 145, loc. cit. 

Nous sommes encore loin d’avoir, dans ce qui précéde, mis en valeur 
le bel ensemble de résultats expérimentaux obtenu récemment par Lanc- 
SETH et Lorp. Il est toutefois satisfaisant de constater que, dans les cas 
examinés, la théorie rejoint correctement l’expérience, malgré la com- 
plexité du problème, à condition d’apporter au modèle des forces de: 
valence-déformation de la molécule de benzéne les corrections, en général 
faibles, sauf dans un cas, qui proviennent des couplages entre liaisons 


- chimiques différentes. 


Mr. POLOMÉ a bien voulu revoir les calculs relatifs aux modes S, et S, 
des molécules para ; nous l’en remercions vivement. 


Institut de Physique de l'Université. 
Louvain, décembre 1939. 


ERRATA DE LA PREMIÈRE PARTIE 


Note p. 378. — Lire: Nos axes x et y .… correspondent respectivement 
aux axes y et x chez Ingold. 
p. 389, dernière équation de la page. — Lire: (s,), et (s,), au lieu de 
HEIN 
p. 396, deuxième équation. — Lire : 
a, BE —(J%,®@ ë) ee eut ( ) a 
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de 52 pages, avec 8 planches hors-texte (1930) : en Belgique, fr. 12,00; — 
en France, fr. fr. 12,00 ; autres pays, belgas 4,00. 
MONOGRAPHIES DES SCIENCES ECONOMIQUES 6 
1. — A. Henry. La structure technique de l’agriculture belge et ses particu- 4 
larités en Wallonie et en Flandre. Un vol. de 66 pages . . fr. 10,00 
Il. — A. Henry. Les variations régionales de FAGDCNIArE en Belgique. Un. 
vol. de 50 pages . . . ‘fr: 106000 
Ill. — A. Delpérée. La réglementation tonne det RU de tra- 
vail en Belgique. Un vol. de 200 pages. . . + . . . . fr. 30,00 
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Louvain. — Établiss. FR. CEUTERICK, rue Vital Decoster, 66, 


